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 DEFINISSABILITE DANS LES CORPS
 DE FONCTIONS p-ADIQUES
 LUC BELAIR ET JEAN-LOUIS DURET
 Abstract. We study function fields over p-adically closed fields in the first-order language of fields. Using
 ideas of Duret [D], we show that the field of constants is definable, and that the genus is an elementary
 property.
 ?0. Introduction. Soit p un nombre premier fixed. Un corps p-adiquement clos est
 un corps elementairement equivalent au corps des nombres p-adiques, Qp.
 Le langage des corps sera le langage constitute de deux constantes 0 et 1, et de deux
 fonctions de deux variables + et *.
 Nous allons nous interesser aux proprietes elementaires des corps de fonctions
 sur un corps p-adiquement clos, en utilisant des idees de [D]. On montre que le corps
 des constantes est definissable, et que le genre est une notion du premier ordre.
 Nous appellerons corps de fonctions sur un corps p-adiquement clos k, un corps
 K finiment engendre sur k et tel que k soit relativement algebriquement clos dans K.
 Donc K est une extension reguliere de k, et un polynome a coefficients dans k
 absolument irreductible est aussi absolument irreductible sur K. Nous appellerons
 corps de courbe sur k un corps de fonctions de degree de transcendence 1 sur k.
 Pour la definition de T(K, k), (F0) et (Fl), on se reporter 'a [D,4,5,6].
 ?1. Definition du corps des constantes. On montre qu'un corps p-adiquement clos
 est definissable dans tous ses corps de fonctions, la definition pouvant varier selon le
 corps de fonctions. La demonstration repose sur le travail de [D] et le fait que dans
 tout corps p-adiquement clos, et pour tout entier naturel n, le sous-groupe
 multiplicatif k des puissances n-iemes est d'indice fini avec des representants des
 translates parmi les entiers naturels (voir, par exemple, [H, chap. 15, p. 231] ou [B,
 lemme 5]). Plus precisement, soit k un corps p-adiquement clos et k son groupe
 multiplicatif.
 LEMME 1. Etant donned un entier naturel n > 2, il existe des entiers naturels
 e1,. . . ,er tels que k = k 0 elk 0 ... 0 erk n.
 LEMME 2. Soit K un corps de fonctions sur k, et e un entier naturel, e ? 2. II existe
 un entier naturel F(K, k) tel que si n est un entier naturel satisfaisant a' 2 (n - 1)(n - 2)
 > T(K, k), alors on a:
 (Vx, x2 e K)(eXn + xn = e X* 1, X2 E k).
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 DEMONSTRATION. Si le degree de transcendence de K sur k est 1, alors F(K, k) est le
 genre de K et c'est le lemme 3 de [D] mais avec la courbe projective plane non
 singuliere d'equation eX + X' = eX . Le cas general se ramene 'a celui-ci comme
 dans la proposition 9 de [D]. D
 Soit m un entier naturel et Wm(x) une formule V= 1 3y (eix' + yf = ei) du langage
 des corps oui n est un entier naturel tel que I (n - 1) (n - 2) > m, et les ei comme dans
 le lemme 1.
 COROLLAIRE 3. Soit K un corps de fonctions sur un corps p-adiquement clos k. Si
 m ? F(K, k), alors k est definissable dans K par la formule Wm(x).
 Puisque k porte une valuation definissable (voir, par exemple, [B, lemme 1]), on
 obtient le
 COROLLAIRE 4. Si K est un corps defonctions sur k, alors K est unstable.
 Dans ce qui precede, on peut remplacer K par une extension de k satisfaisant les
 hypotheses (,j) de [D], notamment les extensions trancendantes pures de k.
 En outre, on n'a utilise ici que le fait qu'il existe des entiers naturels n1 < n2 <
 n3 ... tels que k ni est d'indice fini dans k'. Le corollaire 3 se generalise donc en
 consequence, et on aura besoin de parametres dans la definition xm(X) selon la
 disponibilite de representants des translates des groupes k . Par exemple pour les
 corps elementairement equivalents 'a une extension finie de Qp, qui ont la propriety
 voulue (voir, par exemple, [H, ibid.] ou [B, ibid.]) on peut utiliser des nombres
 algebriques (car la cloture algebrique de Qp est engendre par des nombres
 algebriques (voir, par exemple, [N, chap. V, theoreme 5.4])).
 ?2. Le genre. Nous ne pouvons pas definir le genre (meme par un ensemble infini
 de formules). Cependant nous allons montrer qu'il demeure une propriety du
 premier ordre. Notons k la cloture algebrique de k.
 Si K est un corps de courbe de genre g, et si C est une courbe definie sur k dont
 K est le corps, alors il existe une courbe plane d'equation F(X1, X2) = 0 de degree
 au plus D(g) (voir [D, 18]) birationnellement equivalent 'a C, et donc il existe
 (X1, X2) e (K (k k)2\(k)2 tel que F(x1,x2) = 0. Donc, on voit qu'il existe une ex-
 tension finie L de k (le corps engendre sur k par les coefficients de F et de x1, x2)
 telle qu'il existe une courbe plane d'equation F(X1, X2) = 0, oui F e L[X1, X2] est de
 degree au plus D(g), et (X1,X2) e (K (k L)2\(L)2. Notons que: 1) chaque element
 d'une extension L de K de degree fini, disons d, se "code" par une suite de d elements
 de k; 2) les operations de L se "code" a l'aide de formules avec comme parametres
 les coefficients d'un polynome minimal de L; 3) une suite (X.,... ,Xd) "code" un
 element de k si et seulement si x, c k et X2 = ... = Xd =0; 4) K kL se code 'a
 l'aide des memes formules que L. On definit donc l'enonce du premier ordre
 (Pmd par: "II existe un polynome f(x) sur k (i.e. dont les coefficients satisfont
 Wm(x)),de degree d, irreductible, un polynome absolument irreductible F(X1, X2) e
 L [XI, X2] (oUt L est l'extension de k de degree d donnee par f ) de degree au plus D(m),
 de genre m, dont les singularities (s'il y en a) sont des points doubles ordinaires, et
 (X1, X2) e (K Ok L)2\(L)2 tel que F(x1, x2) = 0" (d'apres [D, 19] et l'elimination des
 quantificateurs). On a donc
 PROPOSITION 5. Si K est un corps de courbe sur un corps p-adiquement clos et si K
 est de genre g, alors K satisfait Pgd pour un certain entier naturel d ? 1.
This content downloaded from 132.208.68.179 on Thu, 07 Apr 2016 20:27:21 UTC
All use subject to http://about.jstor.org/terms
 DEFINISSABILITE DANS LES CORPS DE FONCTIONS p-ADIQUES 785
 Reciproquement, supposons que K satisfasse (Pg,d et que le genre de K soit
 strictement inferieur 'a g. Alors 6g(x) definit k dans K (Corollaire 3) et il existe une
 courbe de genre g definie sur k qui possede un point rationnel sur (K 0k k)\k; on
 peut raisonner comme dans le lemme 1 de [D] pour conclure que le genre de K est au
 moins g, ce qui est contradictoire. Donc,
 PROPOSITION 6. Soit K un corps de courbe sur un corps p-adiquement clos. Si K
 satisfait (Pgd alors le genre de K est au moins g.
 PROPOSITION 7. Deux corps de courbe sur un meme corps p-adiquement clos qui
 sont elementairement equivalents ont meme genre. Pre'cisement, si K est un corps de
 courbe sur un corps p-adiquement clos, alors:
 1. K satisfait { (ipm, ; m, 3 ? 1} si et seulement si K est de genre 0.
 2. Pour tout d, si K satisfait t (Pgd hU (Pm,; m > g et 3 ? 1}, alors K est de
 genre g.
 3. Si K est de genre g > 0, alors il existe d ? 1 tel que K satisfasse
 {(Pg,d} U {u(p., ; m > g et 5 ? 1}.
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